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Programme de colle semaines 23 et 24 - du 13/03 au 24/03

Présentation et conseils. On peut voir la présentation et des conseils pour les colles dans les
programmes des premières semaines, 7 et 8.

http://thierry.limoges.free.fr/PTSI_2223/Prog_colle_semaine_07et08.pdf

Rappel. L’interrogation peut porter sur l’ensemble des chapitres étudiés depuis le début de
l’année. Ceux apparaissant ci-dessous n’en sont que le sommet de la pile.

Chapitre 21. Espaces vectoriels.

I) Structure de K-espace vectoriel.
Définition.
Exemples Kn, KΩ, EΩ où E est un K-espace vectoriel, RI, RN, Mn,p(K) qui est un Knp écrit comme

un tableau et non horizontalement. C est un R-espace vectoriel. Si E est un C-espace vectoriel, c’est
aussi un R-espace vectoriel. Produit E× F de deux sous-espaces vectoriels.

Combinaison linéaire d’un nombre fini de vecteurs.

II) Sous-espaces vectoriels
Définition, caractérisation par : F ⊂ E ; F 6= ∅ (ou 0E ∈ F) ; ∀(x, y) ∈ F2 ∀λ ∈ K λ · x+ y ∈ F.
Stabilité par combinaison linéaire.
Exemples. {0E}, E, droites et plans. Les espaces C k(I,R), les fonctions paires, impaires, les

matrices triangulaires supérieures, diagonales, symétriques, antisymétriques. Les suites convergentes
(ie admettant une limite finie, réelle). Ensemble des solutions d’un système linéaire homogène, d’une
équation différentielle linéaire homogène.

Intersection (quelconque) de sous-espaces vectoriels
⋂
i∈I

Fi.

Sous-espace engendré par une partie X ⊂ E. C’est l’intersection des sous-espaces vectoriels de E
contenant X. C’est le plus petit (pour l’inclusion) sous-espace vectoriel de E qui contient X. Même
définition pour une famille X.

N Pour cette année en PTSI, on peut se restreindre dans la suite à une partie finie X = {x1, . . . , xn}.
Il est cependant intéressant de comprendre que les fonctions polynomiales sans borne sur leur degré
est le Vect d’une partie infinie.

Pour X = {x1, . . . , xn}, définition de Vect (X), l’ensemble des combinaisons linéaires de x1, . . . , xn.
C’est le sous-espace vectoriel engendré par X.

On obtient une autre technique pour montrer que F est un sous-espace vectoriel, en le décrivant
comme un Vect.

Exemples. Trouver une équation de plan de l’espace décrit comme Vect ((2, 0, 1), (1,−1, 0)) de
deux vecteurs non colinéaires, en éliminant (a, b) dans ∃(a, b) ∈ R (x, y, z) = a(2, 0, 1) + b(1,−1, 0).

Les fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal à 2 sur R,

F = {x 7−→ ax2 + bx+ c ; (a, b, c) ∈ R3} = Vect (f0, f1, f2)

Brève extension à une partie quelconque X, Vect (X) est l’ensemble des combinaisons linéaires
d’un nombre fini x1, . . . , xn d’éléments de X. C’est le sous-espace vectoriel engendré par X.

http://thierry.limoges.free.fr/PTSI_2223/Prog_colle_semaine_07et08.pdf
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Exemples. Les fonctions polynomiales sur R sont F = Vect
(
x 7−→ xk ; k ∈ N

)
.

Le sous-espace vectoriel G = Vect (x 7−→ cos(kx);x 7−→ sin(kx) ; k ∈ N).
Il contient les fonctions x 7−→ cosn(x) et x 7−→ sinn(x), on obtient une décomposition en les linéarisant.

III) Applications linéaires
Applications linéaires. Une application f ∈ FE est dite linéaire lorsque

∀(x, y) ∈ E2 ∀λ ∈ K f(λx+ y) = λf(x) + f(y)

Dans ce cas, ∀(x1, . . . , xn) ∈ En ∀(λ1, . . . , λn) ∈ Kn f

(
n∑

i=1

λixi

)
=

n∑
i=1

λif(xi).

Notation L (E,F). C’est un espace vectoriel, c’est un sous-espace vectoriel de FE.

Exemples.
Dans R2, R3.
L’identité idE, les homothéties λidE, λ ∈ K∗.
La transposition dans Mn(K).
La dérivation sur les fonctions dérivables.

Pour a ∈ I, la prise de la primitive s’annulant en a ; f 7−→
[
x 7−→

∫ x

a

f(t) dt

]
.

L’intégrale sur les fonctions continues sur I est linéaire. Pour a, b ∈ I, f 7−→
∫ b

a

f(t) dt.

L’évaluation d’une fonction en a.
La prise de la limite d’une suite convergente.
X 7−→ AX, où A ∈Mn,p(K), entre les bons espaces.
y 7−→ y′ + a(x)y entre les fonctions de classe C 1 et les fonctions continues.

Vocabulaire.
Un endomorphisme est une application linéaire de E dans E. Notation L (E).
Une forme linéaire est une application linéaire de E dans K.
Un isomorphisme est une application linéaire bijective.
Un automorphisme est un endomorphisme bijectif. Notation G`(E).

Proposition. Si f ∈ L (E,F) et g ∈ L (F,G), alors g ◦ f ∈ L (E,G), ie est linéaire.

Pour f ∈ L (E,F), l’application ϕ :

{
L (F,G) −→ L (E,G)

g 7−→ g ◦ f
est linéaire.

Pour g ∈ L (F,G), l’application ψ :

{
L (E,F) −→ L (E,G)

f 7−→ g ◦ f
est linéaire.

La réciproque d’un isomorphisme est linéaire.
Conséquence. On dispose des propriétés signifiant que G`(E) est un groupe, non abélien en général.
L’image directe d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire est un sous-espace vectoriel.
En particulier, l’image d’une application linéaire est un sous-espace vectoriel.
Noyau, notation ker(f) ou Ker (f). C’est un sous-espace vectoriel.
Conséquence. On peut montrer que F est un sous-espace vectoriel en le décrivant comme un noyau,

ou une intersection de noyaux. Cela ne dispense pas de montrer la linéarité des application linéaires
invoquées.

Pour f ∈ L (E,F), f est injective si et seulement si Ker (f) ⊂ {0E},
c’est-à-dire lorsque ∀x ∈ E f(x) = 0F =⇒ x = 0E.
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IV) Somme de sous-espaces vectoriels, somme directe, supplémentaires
Somme de deux sous-espaces vectoriels.
Somme directe. Caractérisation par l’intersection.
Sous-espaces supplémentaires.

Exemples.
Dans R2, R3.
Mn(K) = Sn(K)⊕An(K) (fait en exemple de cours, raisonnement par analyse-synthèse).
Les fonctions paires et les fonctions impaires sont supplémentaires dans RI (où I est symétrique

par rapport à 0). (fait au Chapitre 6).
Pour a ∈ I, les fonctions s’annulant en a et les fonctions constantes Vect (1) sont supplémentaires

dans RI.

V) Familles finies.
Familles libres, liées, génératrices, bases. Vecteurs linéairement indépendants.
Exemples de différentes techniques pour montrer la liberté d’une famille.
Bases canoniques de Kn et de Mn,p(K).
N L’objectif principal de ce paragraphe est d’étudier la liberté d’une famille finie. Les coordonnées

dans une base feront l’objet d’un chapitre ultérieur.
N Possibilité d’utilisation de K[X].

Chapitre 22. Polynômes.

I) L’ensemble K[X]
Construction possible comme les suites (ak)k∈N∗ d’éléments de K s’annulant à partir d’un certain

rang, ie comportant un nombre fini de termes non nuls.

Pour P non nul, on écrit P =
n∑

k=0

akX
k avec n = max {k ∈ N | ak 6= 0}, et X = (0, 1, 0, 0, 0, . . . ) ;

Xk = (0, . . . , 0, 1, 0, 0, 0, . . . ) où le 1 est à la k-ième place (en numérotant à partir de zéro).
Le degré de P est n.
Par convention, on pose deg(0) = −∞, mais pour rédiger en parlant du degré, on traitera souvent

à part le cas du polynôme nul (notamment les propositions donnant le comportement du degré vis-vis
des opérations)

Le coefficient dominant est an.
Le terme de plus haut degré, ou terme dominant, est anXn.
P est dit unitaire lorsque an = 1, ie P = Xn + an−1Xn−1 + · · ·+ a0.

Opérations. Pour P =
n∑

k=0

akXk, Q =
m∑
k=0

bkXk, λ ∈ K,

Combinaison linéaire λP + Q =
max(n,m)∑

k=0

(λak + bk)Xk.

On a deg(P + Q) 6 max(deg(P), deg(Q)), avec égalité si et seulement si deg(P) 6= deg(P)
ou an 6= −bn, ie tous les cas hors ceux où la somme des termes dominant s’annule, (an + bn)Xn = 0.

Produit PQ = R =
n+m∑̀

=0

c`X
` avec c` =

∑̀
k=0

akb`−k.

On a deg(PQ) = n+m = deg(P) + deg(Q).
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Composition Q ◦ P = Q(P) =
m∑
k=0

bkPk où P0 = 1 et Pk est le produit P× P× · · ·P, k fois, défini

par récurrence sur k.

On a deg(Q(P)) = nm = deg(P)× deg(Q).

On a Q(X) = Q et le produit est cohérent avec la notation Xk.

Évaluation d’un polynôme.

Dans K. Pour x ∈ K, P(x) =
n∑

k=0

akx
k.

Dans Mp(K). Pour M ∈Mp(K), P(M) =
n∑

k=0

akMk, où M0 = Ip.

Dans L (E). Pour f ∈ L (E), P(f) =
n∑

k=0

akf
k, où f 0 = idE, f 2 = f ◦ f , f 3 = f ◦ f ◦ f , . . .,

fk+1 = f ◦ fk est défini par récurrence sur k.
La multiplication des polynômes est envoyée sur la composition des endomorphismes.

Pour n ∈ N, Kn[X] est l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à n.

Proposition. (K[X],+, ·) est un K-espace vectoriel. Kn[X] en est un sous-espace vectoriel.

Pour P ∈ K[X], la fonction P̃ :


K −→ K

x 7−→ P(x) =
n∑

k=0

akx
k

, encore notée P, est la fonction poly-

nomiale associée à P. Ce n’est pas une application linéaire en général (comparer avec l’évaluation
ci-dessous).

Les évaluations sont des applications linéaires, ie

Pour x ∈ K fixé, ϕx :


K[X] −→ K

P 7−→ P(x) =
n∑

k=0

akx
k

est une forme linéaire,

Pour M ∈Mp(K) fixée, ϕM :


K[X] −→ Mp(K)

P 7−→ P(M) =
n∑

k=0

akMk
est linéaire,

Pour f ∈ L (E) fixé, ϕf :


K[X] −→ L (E)

P 7−→ P(f) =
n∑

k=0

akf
k

est linéaire.

Pour P ∈ K[X] fixé, la composition à gauche P:

{
K[X] −→ K[X]

P 7−→ Q(P) = Q ◦ P
est linéaire.

N Pas encore d’étude de familles (P0, . . . ,Pn) de polynômes de degrés échelonnés.

II) Dérivation dans K[X]

Dérivation dans K[X]. Pour P =
n∑

k=0

akXk, on pose P′ =
n∑

k=1

akkXk−1 =
n−1∑
k=0

ak+1(k + 1)Xk.

Pour K = R et P ∈ K[X], la fonction dérivée de la fonction polynomiale associée à P est la fonction
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polynomiale associée au polynôme dérivé de P, ie
(

P̃
)′

= (̃P′),

ie la dérivée de x 7−→
n∑

k=0

akx
k est x 7−→

n∑
k=1

akkx
k−1.

La dérivation est linéaire, ie D:

{
K[X] −→ K[X]

P 7−→ P′
est linéaire.

Pour (P,Q) ∈ K[X], on a (PQ)′ = P′Q + PQ′, ainsi que la formule de Leibniz qui en découle.

La dérivée ke d’un polynôme peut-être définie par récurrence. On pose P(0) = P, et P(k+1) =
(
P(k)

)′
.

On obtient, pour P =
n∑

i=0

aiX
i, P(k) =

n∑
i=k

ai
i!

(i− k)!
Xi−k si k 6 n, et P(k) = 0 si k > n+ 1.

Formule de Leibniz.

Formule de Taylor. Pour P ∈ Kn[X] et a ∈ K, on a P =
n∑

k=0

P(k)(a)

k!
(X− a)k.

III) Division euclidienne dans K[X].
Définition et théorème (division euclidienne dans K[X]).

Pour tous polynômes A et B avec B 6= 0,
il existe un unique couple (Q,R) tel que A = BQ + R et deg(R) < deg(B).

Méthodes pratiques pour obtenir le quotient et le reste (cas général, ou en les cherchant d’un
certain degré lorsque celui-ci est petit).
Exemples de méthodes pour obtenir seulement le reste.

Pour B 6= 0, on a B|A si et seulement si le reste de la division euclidienne de A par B est nul.


