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Programme de colle semaine 30 - du 17/06 au 21/06

Questions de cours

e Définir une projection orthogonale d’un point sur une droite ou sur un plan. Illustrer par un
dessin.

e Donner la forme d’une matrice de rotation dans le plan, d’une symétrie orthogonale dans le
plan, dans la base canonique.

e Donner la forme d’une matrice de rotation dans I’espace, d'une réflexion dans I’espace, dans
une base adaptée que 'on précisera.

e Séries géométriques : énoncé des sommes partielles, condition nécessaire et suffisante de
convergence, somme et reste en cas de convergence.

e Enoncé et démonstration du Théoréme (Condition nécessaire de convergence).

Si la série ) u,, converge, alors la suite (uy,)nen tend vers 0, ie Y u,, converge —> ngrfm up, = 0.

Donner un contre-exemple de la réciproque (sans démonstration).
Enoncé du résultat sur les séries de Riemann, cas de divergence grossiere.

[
e Enoncé du théoreme de comparaison.
e Enoncé du théoreme sur les équivalents.
e Donner un exemple de deux séries divergentes dont la somme est convergente.
e Enoncer le théoréme sur les sommes de Riemann (avec les hypotheses) et illustrer par un
dessin.
e Enoncer la formule de Taylor avec reste intégral (avec les hypotheses), donner en quelques
+00 .k
mots l'idée de la démonstration, puis montrer Vo € R exp(z) = %
k=0 ¥

1
e Montrer que si P € R[X] vérifie / P?(z)y/1 — 22 dz = 0, alors P est le polynéme nul.

1
(variantes de cet exercice possibles)

Chapitre 25. Géométrie.

I) Géométrie plane
1) Repérage

2) Produit scalaire

3) Produit mixte

4) Droites

5) Cercles

6) Rotations vectorielles

Rotation vectorielle ry.

Matrice dans une base orthonormée directe :

_ (cos(f) —sin(0) a —b 9 | 12
Ry = sin(8)  cos(6) de la forme - avec a® + b* = 1.

Réciproquement, une matrice de cette forme est celle d’une rotation.
Composée de deux rotations, rotation inverse.

7) Symétries orthogonales vectorielles.

Symétrie orthogonale vectorielle.

Matrice dans une base adaptée : ((1) _01)
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Matrice d'une symétrie orthogonale sp d’axe D dans une base orthonormée directe :

Ay = (Z?I?((g)) _SICI;ES%Q de la forme (Z _ba) avec a? + 0% = 1.

Si D = Vect (7), on af = 2p avec p = (¢, «) l'angle entre 'axe des abscisses et I'axe de
symétrie.

On a aussi D = Ker (sp — idgz) les vecteurs invariants.

Composée de deux symétries orthogonales.

Spr O Sp = Tg/_g OU Sp a pour matrice Ay, sps a pour matrice Ay, c’est-a-dire 6/ — 0 = 2(7, 7/)
avec D = Vect (7) et D' = Vect (7,)

IT) Géométrie dans 'espace

1) Repérage. Coordonnées cartésiennes. Coordonnées cylindriques.
2) Produit scalaire

3) Produit vectoriel

4) Produit mixte

5) Plans

6) Droites

7) Projection orthogonale sur un plan ou sur une droite. Distance.
8) Spheéres

9) Rotations vectorielles, réflexions. Matrice dans une base adaptée.
Chapitre du programme : cliquer ici.

Chapitre 26. Séries numériques.

Voir aussi le poly.
I. Définitions

1) Rappels : suites et sommes géométriques.

2) Notion de série. Série a termes réels ou complexes ; sommes partielles.

3) Convergence ou divergence ; en cas de convergence, somme et restes.
II. Premieres propriétés

1) Condition nécessaire de convergence

Le terme général d’une série convergente tend vers (. Divergence grossiere.

2) Séries géométriques. Sommes partielles, condition nécessaire et suffisante de convergence, somme
et reste en cas de convergence.

3) Structure. Espaces vectoriels, linéarité de la somme.

4) Suites et séries télescopiques
ITI. Séries a termes positifs

1) Proposition.

2) Encadrement des sommes partielles par une intégrale : séries > f(n), avec f monotone.

3) Séries de Riemann. Exemple d’application - exercice : trouver un équivalent du reste R,, d’une
série de Riemann convergente.

4) Théoréme (de comparaison).

5) Théoréme (sur équivalents).

6) Proposition - méthode. Comparaison a une série de Riemann.

7) Proposition - méthode. Comparaison a une série géométrique.


http://thierry.limoges.free.fr/PTSI_1718/Programme-mathematiques-PTSI-2013.pdf#page=21
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A Les criteres de D’Alembert et de Cauchy sont hors programme, mais on peut demander d’étudier
Un+1

L . . T . N - , o
les limites de ou de [u,]™ en question intermédiaire, puis comparer a une série géométrique pour

n
obtenir convergence ou divergence.

Chapitre 27. Intégration.

I) Généralités (rappels du chapitre 9).
Subdivision d’un segment. Fonctions en escalier définies sur un segment a valeurs réelles.
Intégrale d’une fonction f continue sur un segment [a;b] C R et a valeurs dans R.

Notations / f(t)dt; /
[a; b]

Idée de construction, aucune démonstration technique.
A Les fonctions continues par morceaux sont hors programme.

Linéarité, positivité et croissance de I'intégrale.

[ swa < [y

Relation de Chasles. Extension de la notation [ f(t)dt au cas ou b < a. Propriétés correspondantes.

Inégalité « triangulaire » :

Théoreme. L’intégrale sur un segment d’une fonction continue de signe constant est nulle si et
seulement si c’est la fonction est nulle, ie
b
Si f est continue sur [a;b], positive sur [a;b], et / f(t)dt =0, alors f =0 sur [a;b].
a

1

Application. Montrer que si P € R[X] vérifie / P2(z)V/1 — 22 dz = 0, alors P est le polynoéme nul.

-1

IT) Intégrales et primitives
I —R

Preuve de la proposition déja vue : Si f est continue sur I et 2y € I, alors F / £(t)
T —

est I'unique primitive de f sur I s’annulant en x;.

IIT) Sommes de Riemman
Théoréme. Si f est continue sur le segment [a;b] et a valeurs dans R, alors

n—1 b
b_aZf(aJrkb—) m/f(t)dt

Interprétation géométrique des sommes de Riemann comme somme d’aires de rectangles (& gauche).
Adaptation a la version ou la somme est pour les indices de 1 a n (rectangles a droite).

IV) Formule de Taylor avec reste intégral.
Théoréme. Si f est de classe €' sur un intervalle I, et a,x € I, alors

n £B) (g @ f(n+1)
f(x)zzf ()(:c—a)k+/ fT!(t)(x—t)”dt

im0 K

n+1
Idée de preuve. Intégration par parties du reste R,,( / f (x —t)"dt
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+00 l’k

Application. Majorer la valeur absolue du reste R, (z) et obtenir Vo € R exp(z) = T
k=0 k"

V) Fonctions a valeurs complexes.
Intégrale d’une fonction continue sur un segment : définition au moyen des parties réelle et
imaginaire. Linéarité, majoration du module de I'intégrale, formule de Taylor avec reste intégral.



